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Re´sume´ – L’objet de cette e´tude est la reconstruction tomographique d’objets ou d’organes qui se de´forment au cours de
l’acquisition des projections dans un scanner. Notre approche est celle de la compensation analytique des de´formations lors
de la reconstruction par adaptation des algorithmes de type FBP rapides et modernes (contexte de la reconstruction de ROI,
Re´gion d’Inte´reˆt). Dans la the`se de Se´bastien Roux, des compensations analytiques de de´formations affines ont e´te´ e´tablies. Nous
proposons ici d’e´tendre ces re´sultats a` des classes de de´formations beaucoup plus vastes qui ne conservent que les droites de
mesure (et pas ne´cessairement toutes les droites du plan).
Abstract – The framework of this paper is dynamic tomography. The measured object or organs are no-longer supposed
to be static in the scanner during the acquisition but are supposed to move or to be deformed. Our approach is the analytic
deformation compensation during the reconstruction by the adaptation of fast and modern FBP algorithms (adaptation of ROI
[Region of Interest] FBP methods). In Roux’s PhD thesis, analytic compensations of affine deformations have been established.
We propose here to extend this work on much wider deformation classes. We consider deformations preserving the integration
lines of each projection acquisition (and not necessarily all the lines in the plane).
1 Introduction et notations
Ce travail est une contribution a` la compensation des
mouvements en tomographie. Ces dernie`res anne´es de nom-
breux travaux ont e´te´ effectue´s sur ce sujet, principale-
ment motive´s par l’imagerie cardiaque. En effet, la recons-
truction d’organes en mouvement rapide souffre de nom-
breux arte´facts. Des me´thodes de reconstruction synchro-
nise´e par l’ECG ont e´te´ propose´es [3, 2]. L’ajustement de
parame`tres d’acquisition a` la pe´riode cardiaque ainsi que
l’optimisation de sche´mas d’e´chantillonnage ont aussi e´te´
propose´s pour l’ame´lioration des images reconstruites [6].
Notre travail suit l’approche de Crawford et al [1] et
Roux et al [7]. L’ide´e est d’introduire un mode`le de de´for-
mation ~Γt (suppose´ connu) de´pendant du temps (t) dans
la reconstruction. ~Γt est une bijection sur l’espace R2 en
2D+t. Soit ft la fonction d’atte´nuation au temps t, nous
supposons que ft(~x) = f
(
~Γt (~x)
)
, ou` f est la fonction
d’atte´nuation de re´fe´rence (par example a` t = 0). Ainsi
~Γt(~x) transforme simplement ~x au temps t a` sa position
au temps de re´fe´rence (t = 0). Nous supposerons dans
toute la suite suite que ~Γt est une de´formation suffisam-
ment re´gulie`re ainsi que son inverse.
Dans [7] la compensation de de´formations est incorpo-
re´e dans l’algorithme de reconstruction analytique. La me´-
thode est exacte pour des de´formations affines ~Γt, de´pen-
dantes du temps d’acquisition, en tomographie 2D+t pa-
ralle`le et fan-beam (une ge´ne´ralisation en 3D+t est donne´e
dans [5]). La me´thode de reconstruction 2D+t fan-beam
avec compensation des de´formations affines (de´pendantes
du temps) de [7] est base´e sur l’adaptation de celle Noo
et al [4]. Elle repose sur l’ide´e majeure que l’espace des
droites est invariant par transformation affine.
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Fig. 1: parame`tres de la ge´ome´trie paralle`le (gauche) et
fan-beam (droite)
Pour conserver les“bonnes proprie´te´s”des formules d’in-
version FBP en tomographie, il semble suffisant de ne pre´-
server seulement la prorie´te´ suivante : les droites d’acquisi-
tions au temps t sont transforme´es en droites au temps de
re´fe´rence t = 0 par la de´formation ~Γt. C’est l’ide´e de base
de ce travail. Dans la suite nous donnons nos principaux
re´sultats obtenus pour des de´formations qui pre´servent
les droites paralle`les d’acquisition (i.e., qui transforment
les droites paralle`les d’acquisition en droites paralle`les a`
t = 0), et celles qui pre´servent la ge´ome´trie des droites en
e´ventail (fan-beam). Ces de´formations contiennent, bien
entendu, les transformations affines. Nous proposons une
me´thode de compensation analytique d’une sous classe de
ces de´formations. Ce travail constitue une ge´ne´ralisation
de [7] (la classe des de´formations que nous savons com-
penser au temps t est de dimension infinie et contient la
classe des de´formations affines).
1.1 Ge´ome´trie paralle`le
Nous conside´rons la transforme´e de Radon 2D d’une
fonction f ∈ L1(R2) (ge´ome´trie paralle`le)
gP(φ, s) = Pf(φ, s) =
∫
R
f
(
s~θ(φ) + l~ζ(φ)
)
dl,
ou` φ ∈ [0; 2pi[, s ∈ R, ~ζ(φ) = (− sinφ, cosφ)t ∈ S1, et
~θ(φ) = (cosφ, sinφ)t ∈ S1 (S1 est le cercle unite´), voir la
figure 1. La fonction Pφf telle que Pφf(s) = Pf(φ, s) est
appele´e projection paralle`le a` angle φ. En rotation uni-
forme, la phase φ est, a` un changement d’e´chelle pre`s, le
temps t.
1.2 Ge´ome´trie fan-beam
La transforme´e en rayon divergent (ou fan-beam) de f
est :
gD(β, α) = Df(β, α) =
∫ +∞
0
f
(
~a(β) + l~ζ(α)
)
dl,
ou` ~a(β) est la position de la source, β est le parame`tre de
la trajectoire de la source (en pratique, c’est le temps t),
~ζ(α) ∈ S1 est la direction unitaire de la droite d’inte´gra-
tion passant par la source et le de´tecteur repe`re´ classique-
ment par l’angle α ∈ [−pi/2, pi/2[, voir la figure 1.
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Fig. 2: de´formations ~Γφ en ge´ome´trie paralle`le
2 De´formations
2.1 Ge´ome´trie paralle`le
Pour la ge´ome´trie paralle`le, nous conside´rons les de´for-
mations ~Γφ qui transforment un faisceau de droites paral-
le`les ~x · θ(φ) = s (φ est fixe´ et s ∈ R varie) en un faisceau
de droites paralle`le ~Γφ(~x) · ~θ(φ+ψ(φ)) = Γ~θ(s). Elles sont
de la formes :
~Γφ(~x) = Rψ(φ)
(
Γ~θ(~x · ~θ(φ))~θ(φ) + Γ~ζ(~x)~ζ
)
(1)
ou` Rψ est une rotation d’angle ψ, Γ~ζ(~x) est une fonction
re´elle de R2 dans R, Γ~θ est monotone et ψ est suffisamment
re´gulie`re, voir la figure 2.
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Fig. 3: de´formation ~Γβ en ge´ome´trie fan-beam
2.2 Ge´ome´trie fan-beam
Pour la ge´ome´trie fan-beam, nous conside´rons les de´for-
mations ~Γβ qui transforment un faisceau en e´ventail (fan)
en un fan. Elles peuvent se de´composer en une translation
de la source et une de´formation du fan a` source fixe´e :
~Γβ(~x) = ~T~v(β)
(
~a(β) + ΓL,β(l, α)~ζ
(
ΓA,β(α)
))
(2)
ou` ~T~v(β) est la translation de vecteur ~v(β) et ici ~v(β) =
~Γβ(~a(β))−~a(β). On choisira ΓA,β monotone en α et ΓL,β(l, α)
monotone en l a` α fixe´ telle que ΓL,β(0, α) = 0, voir la fi-
gure 3.
2.3 De´formations affines
Il est simple de montrer que les de´formations affines
Γt(~x) = At~x +~bt (ou` At est une matrice 2 × 2), peuvent
se mettre sous la forme (1) (t = φ) ou (2) (t = β). Les
classes que nous conside´rons dans ce travail les contiennent
et sont infiniment plus vastes.
3 Re´sultats
Dans [7] la fonction f (et donc f~Γt) est reconstruite par
une me´thodes analytique FBP a` partir de la transforme´e
paralle`le ou divergente T f~Γt de f~Γt , plus pre´cise´ment a`
partir de Pf~Γφ(φ, s) (T = P et t = φ) ou Df~Γβ (β, α)
(T = D et t = β), lorsque ~Γt est affine.
Nous montrons ici que les de´formations ~Γt appartenant
a` une sous classe des de´formations de la forme (1) ou (2)
peuvent s’e´crire sous la forme : ~Γt = ~At ◦ ~∆t, ou` ~At est af-
fine et ~∆t est telle que Ttf~∆t peut-eˆtre directement de´duit
de Ttf . Plus pre´cise´ment, nous restreignons les de´forma-
tions dans la direction ζ dans (1) ou (2) a` eˆtre affine, voir
respectivement (3) et (6). Ces de´formations peuvent donc
eˆtre analytiquement compense´es dans un algorithme FBP.
En effet, a` partir des deux re´sultats suivants (4) et (7),
on peut compenser la de´formation ~∆t directement sur les
donne´es a` t fixe´, alors que la partie affine ~At est compense´e
par [7].
3.1 Ge´ome´trie paralle`le
Si
~∆φ(~x) = ∆~θ
(
~x · ~θ(φ)
)
~θ(φ) (3)
+
(
b
(
~x · ~θ(φ)
)
+ c
(
~x · ~θ(φ)
)(
~x · ~ζ(φ)
))
~ζ(φ)
ou` c est une fonction re´elle strictement positive alors
Pφf~∆φ(s) =
1
c(s)
Pφf
(
∆~θ(s)
)
(4)
Donc si dans (1) Γ~ζ(~x) est de la forme Γ~ζ(~x) = b
(
~x · ~θ(φ)
)
+
c
(
~x · ~θ(φ)
)
~x · ~ζ(φ), comme ~Γφ = Rψ(φ) ◦ ~∆φ nous avons
Pf~Γφ(φ, s) = PfRψ(φ)◦~∆φ(φ, s) = 1c(s)PfRψ(φ)(φ,∆~θ(s)).
Donc PφfRψ(φ) peut eˆtre calcule´e directement de Pφf~Γφ :
PfRψ(φ)(φ, s) = c
(
∆−1~θ (s)
)
Pf~Γφ
(
φ,∆−1~θ (s)
)
, (5)
puis f peut eˆtre reconstruite de PfRψ(φ) avec l’algorithme
FBP donne´ dans [7].
3.2 Ge´ome´trie fan-beam
De meˆme si
~∆β(~x) = ~a(β) + (b (α) + c (α) l) ~ζ
(
∆A,β(α)
)
(6)
ou` c est une fonction re´elle strictement positive alors
Dβf~∆β (α) =
1
c (α)
Dβf
(
∆A,β(α)
)
. (7)
Donc si dans (2) ΓL,β(l, α) est de la forme (b (α) + c (α) l),
comme ~Γβ = ~T~v(β) ◦ ~∆β , nous avons
Dβf~Γβ (α) = Dβf~T~v(β)◦~∆β (α) =
1
c (α)
Dβf~T~v(β)
(
β,∆A,β(α)
)
(8)
Ainsi Dβf~T~v(β) est calcule´e directement de Dβf~Γβ (α) :
Dβf~T~v(β) (α) = c
(
∆−1A,β(α)
)
Dβf~Γβ
(
∆−1A,β(α)
)
, (9)
puis f est reconstruite de Df~T~v(β) avec un algorithme FBP
donne´ dans [7].
4 Expe´rimentations nume´riques
Dans la suite, nous illustrons la formule (9) dans le cas
de la ge´ome´trie fan-beam. Nous conside´rons une ge´ome´trie
d’acquisition telle que la source de´crit une tajectoire cir-
culaire de rayon r = 3. Le support de l’object mesure´ est
contenu dans le disque unitaire (de rayon ρ = 1). Nous
avons simule´ deux tours de scanner (nT = 2), c’est a`
dire β ∈ [0, 4pi[, ~a(β) = r (cosβ, sinβ), avec un e´chan-
tillonnage angulaire de nβ = 256 projections par tour.
Chaque projection est mesure´e suivant [−αM , αM ] avec
αM = arcsin(1/r) et e´chantillonne´e re´gulie`rement suivant
nα = 128 mesures. Plus pre´cise´ment nous avons simule´
Df~Γβ (βp, αj) avec βp = p ∗ 2φ/nβ , p = 0, . . . , nTnβ − 1 ;
αj = (j + 0.5)2αM/nα, j = 0, . . . , nα − 1.
Notre fantoˆme nume´rique f est l’image 256× 256 pixel-
lise´e de l’indicatrice d’un cercle de rayon 0,1 et de centre
(0,3;0,3), voir figure 4.
Nous conside´rons d’abord une de´formation ~Γ3 de la forme (2)
avec ~v(β) = ~0 (translation nulle ∀β, donc la trajectoire cir-
culaire est conserve´e par le transformation),
Γ3A,β(α) = α
3/α2M ,Γ3L,β(l, α) = l
donc Γ3A,β est inde´pendante de β, et Γ3L,β(l, α) est l’iden-
tite´ en l inde´pendemment de β et α.
Fig. 4: fantoˆme statique (gauche) et sinogramme associe´
(droite)
Dans la figure 4 nous repre´sentons l’image de notre
fantoˆme nume´rique statique et le sinogramme 256 × 128
produit sur un tour, c’est a` dire l’image de Df(βp, αj),
p = 0, . . . , nβ − 1, j = 0, . . . , nα − 1.
Dans la figure 5 nous repre´sentons les de´formations du
fantoˆme a` diffe´rents β, c’est a` dire l’image de f~Γβ , ainsi
que le sinogramme du fantoˆme dynamique Df~Γβ (βp, αj)
produit sur un tour.
Fig. 5: De´formations Γ3 du fantoˆme dynamique visuali-
se´es a` deux diffe´rents βp (p = 37 et p = 100) ; Deuxie`me
ligne a` gauche : sinogramme associe´ (βp, p = 0, . . . , nβ−1) ;
a` droite : sinogramme du fantoˆme dynamique compense´
suivant (9) qu’on peut comparer a` celui de la figure 4
Nous repre´sentons en bas a` droite, le sinogramme ob-
tenu par compensation de la de´formation par la formule (9)
(formule de“rebinning” imple´mente´e par simple interpola-
tion line´aire). Nous constatons visuellement que la de´for-
mation est corrige´e dans les donne´es en comparant avec le
sinogramme du fantoˆme statique donne´ dans la figure 4.
Nous conside´rons maintenant une de´formation ~Γm de la
forme (2) identique a` ~Γ3 sauf pour
ΓmA,β(α) =
(
1− β
4pi
)
α3
α2M
+
β
4pi
lin(α),
ou` lin(α) est antisyme´trique, line´aire par morceau et de´fi-
nie par lin(0, 5αM ) = 0, 6αM et lin(αM ) = αM .
Donc ΓmA,β est ici de´pendante de β, a` travers le me´-
langes line´aire en β qui fait passer sur l’intervalle β ∈
[0, 4pi] d’une “de´formation en α3” a` une de´formation li-
ne´aire par morceaux en α.
Dans la figure 6 nous repre´sentons les de´formations du
fantoˆme pour deux valeurs βp, p = 293 et p = 356 (exacte-
ment un tour de plus par rapport a` la figure 5 ; on constate
une diffe´rence car la de´formation en α, ΓmA,β est alors
majoritairement marque´e par lin(α)). Nous repre´sentons
aussi le sinogramme du fantoˆme dynamique Df~Γβ (βp, αj)
cette fois sur deux tours (sous la forme de deux sino-
grammes de longueur 2pi, c. a` d. un par tour).
Nous repre´sentons a` droite, les sinogrammes obtenus
par compensation de la de´formation par la formule (9).
Nous constatons visuellement que la de´formation est cor-
rige´e dans les donne´es en comparant avec le sinogramme
du fantoˆme statique donne´ dans la figure 4.
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